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Μεθοδολογία αποκριτικών επιφανειών

Η μεθοδολογία των επιφανειών απόκρισης χρησιμοποιείται

για τον προσδιορισμό της σχέσης μεταξύ της απόκρισης

που μελετάται και των ποσοτικών παραγόντων που

εξετάζονται.

Χρησιμοποιούνται όταν αναζητείται ο «βέλτιστος»

συνδυασμός των τιμών των παραγόντων (ενδέχεται να είναι

κάποιος που δεν έχει επιλεγεί ως θεραπεία στο πείραμα).

Συνήθως εφαρμόζεται αφού έχει προηγηθεί κάποιο

πείραμα κρησαρίσματος και έχουν εντοπιστεί οι

σημαντικοί παράγοντες (ο πειραματισμός δηλαδή γίνεται σε

διαδοχικές φάσεις).

Επομένως το άμεσο ζητούμενο δεν είναι η σημαντικότητα

των παραγόντων, αλλά το σχήμα της επιφάνειας απόκρισης.

Συνήθως γίνεται προσαρμογή του γραμμικού μοντέλου

2ης τάξης:

όπου η εκτίμηση των παραμέτρων γίνεται με τη χρήση

της γραμμικής πολλαπλής παλινδρόμησης.

Για να γίνει αυτό όμως, είναι απαραίτητο οι παράγοντες

να μελετώνται σε τουλάχιστον 3 επίπεδα ο καθένας.

Όταν γίνει η προσαρμογή του μοντέλου, ψάχνουμε να

βρούμε τις συνθήκες που πρέπει να ρυθμιστούν οι

παράγοντες, ώστε να βελτιστοποιηθεί η απόκριση.
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Η εύρεση των βέλτιστων ρυθμίσεων των παραγόντων

μπορεί να γίνει με τη χρήση γραφημάτων, γνωστών και

ως γραφήματα περιφερεικών απεικονίσεων (contour

plots)

ή εναλλακτικά,

με την απευθείας χρήση της εξίσωσης της επιφάνειας

απόκρισης που έχει εκτιμηθεί από τα δεδομένα.

Η βέλτιστη αυτή συνθήκη, τέλος, επιβαιβαιώνεται με

νέες παρατηρήσεις που λαμβάνονται στο σημείο αυτό.

Μετά την προσαρμογή του μοντέλου 2ης τάξης, συνήθως

καταλήγουμε στη χρήση είτε:

(1) του μοντέλου των γραμμικών επιδράσεων μόνο

ή (2) του μοντέλου των γραμμικών επιδράσεων και

αλληλεπιδράσεων

ή (3) του μοντέλου των γραμμικών και τετραγωνικών

επιδράσεων

ή (4) του πλήρους μοντέλου 2ης τάξης.
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Οι ειδικοί σχεδιασμοί αποκριτικών επιφανειών

Έχουν σίγουρα 3 επίπεδα σε κάθε (ποσοτικό) παράγοντα:

Το χαμηλό ( – 1),

το μεσαίο ( 0) και

το υψηλό ( + 1 ).

Το γεγονός αυτό επιτρέπει την εκτίμηση των τετραγωνικών επιδράσεων.

Τα επίπεδα διατηρούν την έννοια της «απόστασης», δηλαδή όσο απέχει το χαμηλό

από το μεσαίο, τόσο θα απέχει και το μεσαίο από το υψηλό.

Τα επίπεδα επιλέγονται με τέτοιο τρόπο ώστε να αναφέρομαστε στην «περιοχή»

που θέλουμε να μελετήσουμε.

Οι πιο δημοφιλείς σχεδιασμοί είναι οι:

 Κεντρικά συνδυασμένοι σχεδιασμοί (GEP Box and KB Wilson, JRSS B, 1951)

 Σχεδιασμοί Box-Behnken (GEP Box and DW Behnken, Technometrics 1960)

 Ορθογώνιοι σχηματισμοί τριών επιπέδων

Οι ειδικοί σχεδιασμοί αποκριτικών επιφανειών

Οι σχεδιασμοί αυτοί έχουν πολύ ωραίες ιδιότητες:

 Ο πίνακας πληροφορίας του γραμμικού μοντέλου (1) είναι 

διαγώνιος.

 Οι σχεδιασμοί είναι «περιστρέψιμοι» (rotatable) [ή σχεδόν

περιστρέψιμοι]. Αυτό σημαίνει ότι η διακύμανση της

εκτίμησης της απόκρισης σε οποιοδήποτε σημείο του χώρου

ελέγχου εξαρτάται μόνο από την απόσταση του σημείου αυτού

από το «κέντρο» του χώρου πειραματισμού.

Το «κέντρο» του χώρου πειραματισμού, γνωστό και ως «κεντρικό

σημείο» είναι το σημείο αυτό (συνδυασμός επιπέδων των

παραγόντων) που όλοι οι παράγοντες μελετώνται στο μεσαίο

επίπεδό τους ( 0 ).
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Οι κεντρικά συνδυασμένοι σχεδιασμοί

Central Composite Designs (CCD)

Δημιουργούνται εύκολα για οποιοδήποτε πλήθος

παραγόντων, k. Χρησιμοποιούνται 3 «είδη» θεραπειών, γι’

αυτό και το composite:

 Το παραγοντικό μέρος, όπου συνήθως χρησιμοποιείται ο

πλήρης 2𝑘 παραγοντικός σχεδιασμός

 Το μέρος με τα κεντρικά σημεία και

 Το μέρος με τα σημεία αστέρος. Τα σημεία αστέρος είναι

σημεία σε απόσταση α από το κεντρικό σημείο.

Τα κεντρικά σημεία και τα σημεία αστέρος επιτρέπουν την

εκτίμηση των τετραγωνικών επιδράσεων.

Η χρήση τους ενδείκνυται για εξακολουθητικό

πειραματισμό, καθώς μπορούν να ενσωματώσουν

πληροφορίες σε ένα σωστά σχεδιασμένο αρχικό

παραγοντικό πείραμα (κρησάρισμα).
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Παράδειγμα Ο CCD για δύο παράγοντες

Συνήθως 3 – 6 κεντρικά σημεία είναι αρκετά.

Η επιλογή του α για τα σημεία αστέρος είναι και αυτή που

κάνει το σχεδιασμό περιστρέψιμο. Η τέταρτη ρίζα του

πλήθους των θεραπειών του παραγοντικού μέρους είναι η

συνήθης επιλογή.

Προφανώς, ο σχεδιασμός αυτός στη γενική του μορφή έχει

5 επίπεδα ανά παράγοντα. Αν το α = 1, τότε έχει τρία

επίπεδα.

Για το παραγοντικό μέρος μπορεί να χρησιμοποιηθεί και

κλασματικός παραγοντικός σχεδιασμός (απλός ή σύνθετος).

Τέτοιες επιλογές οδηγούν στη δημιουργία των small central

composite designs οι οποίοι προσφέρουν οικονομία στις

εκτελέσεις.
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Οι σχεδιασμοί Box-Behnken

Δημιουργούνται χρησιμοποιώντας τον πλήρη 2𝑘

παραγοντικό σχεδιασμό σε έναν ΒΙΒ σχεδιασμό (μιας

ειδικής μορφής block σχεδιασμού) και προστίθενται και

κεντρικά σημεία στη συνέχεια.

Προτιμούνται όταν το πείραμα έχει προγραμματιστεί να

γίνει μια φορά.

Εξασφαλίζουν ότι σε καμία πειραματική δοκιμή δεν θα

μελετώνται ταυτόχρονα όλοι οι παράγοντες στο υψηλό ή

στο χαμηλό τους επίπεδο.

Είναι οικονομικότεροι από τους Κεντρικά Συνδυασμένους

Σχεδιασμούς (προφανώς όταν το πλήθος των παραγόντων

είναι ίδιο και στους CCD χρησιμοποιούμε πλήρεις

σχεδιασμούς στο παραγοντικό μέρος), καθώς απαιτούν

λιγότερες πειραματικές δοκιμές.

Έχουν 3 επίπεδα ανά παράγοντα.
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Μέρος του πίνακα 4 από το άρθρο των

Box and Wilson (Technometrics, 1960)

Παράδειγμα Ο BB σχεδιασμός για τρεις

και τέσσερις παράγοντες

με 3 κεντρικά σημεία,

επιπρόσθετα
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Οι Ορθογώνιοι Σχηματισμοί τριών 

επιπέδων

Έχουν 3 επίπεδα ανά παράγοντα.

Επιτυγχάνουν βαθμό ορθογωνιότητας τουλάχιστον 2 (όσο

μεγαλύτερος τόσο καλύτερα…)

Υπάρχουν (ή τουλάχιστον πιστεύουμε ότι μπορούμε να τους

κατασκευάσουμε) όταν το πλήθος των θεραπειών, n, είναι

πολλαπλάσιο του 9. Γενικά, αν υπάρχουν για κάποιο n και k, είναι

πολλοί… (η βέλτιστη λοιπόν επιλογή θέλει «ψάξιμο», όπως είδαμε

άλλωστε και στα κλάσματα με δύο επίπεδα)

Είναι κλασματικοί παραγοντικοί σχεδιασμοί και μπορεί να είναι

απλοί ή σύνθετοι (εδώ είναι πιο πολύπλοκα τα πράγματα για τον

διαχωρισμό τους και την ταξινόμησή τους αυτή, σε σχέση με τα όσα

είδαμε στους σχεδιασμούς με δύο επίπεδα).

Δεν είναι απαραίτητο να προστεθούν κεντρικά σημεία (αν και η

χρήση επαναλήψεων στα κεντρικά σημεία επιτρέπει την ανεξάρτητη

εκτίμηση του πειραματικού σφάλματος.
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Παραδείγματα ΟΑ(18,4,3,3,3,3,2)

Παραδείγματα χρήσης
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Παράδειγμα 1 CCD MINITAB Data sets: Seal strength data

Ένας μηχανικός πρέπει να

διασφαλίσει ότι οι σφραγίδες

στις πλαστικές σακούλες που

συγκρατούν ένα προϊόν είναι

αρκετά ισχυρές

ώστε να αποτρέπουν διαρροές,

αλλά όχι τόσο ισχυρές ώστε ο

καταναλωτής να μην μπορεί

να ανοίξει τις σακούλες.

Ο μηχανικός θέλει να

βελτιστοποιήσει την αντοχή

σφράγισης μεταξύ 20 και 32

λίβρες (κάτω και άνω όρια) με

στόχο τα 26 λίβρες.

Ο μηχανικός θεωρεί ότι η

θερμοκρασία της θερμής

ράβδου, ο χρόνος παραμονής

και η πίεση της θερμής

ράβδου καθώς και η

θερμοκρασία του προίόντος

είναι παράγοντες που

επηρεάζουν την αντοχή της

στεγανοποίησης.

Παράδειγμα 1 CCD (Μοντέλο (4))
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Παράδειγμα 1 CCD (Μοντέλο (4))

Παράδειγμα 2 CCD
D. C. Montgomery, Design and analysis of

experiments, 5th ed., Wiley, New York, 2004.

Optimizing crystal growth (maximize)

𝑎 =
4
8 = 1.68179

Πλήθος κεντρικών σημείων: 6
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Παράδειγμα 2 (Μοντέλο (4))

Regression Equation in Uncoded Units
Y = 100.67 + 1.27 A + 1.36 B - 1.49 C - 3.77 AA - 12.43 BB - 9.60 CC + 2.88 AB - 2.62 AC - 4.63 BC

Παράδειγμα 2
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Παράδειγμα 2 (Μοντέλο (3))

Regression Equation in Uncoded Units
Y = 100.67 + 1.27 A + 1.36 B - 1.49 C - 3.77 AA - 12.43 BB - 9.60 CC

Παράδειγμα 2 (Μοντέλο (3))

29

30



Χ. Ευαγγελάρας

Σεμινάριο ΙΣΑΠ ΦΕΒ2022 16

Παράδειγμα 3 CCD C. F. J. Wu and M. Hamada, Experiments:

Planning, Analysis, and Parameter Design

Optimization, 2nd ed., Wiley, New York, 2009.

Chang, Kononenko and Franklin (Industrial 

and Engineering Chemistry 52, (1960)) 

Ammonia experiment (Response: % yield of 

2,5-dimethylpiperazine  (maximize)

Παράδειγμα 3 (μοντέλο (4))

Regression Equation in Uncoded Units
Y = 39.85 - 1.51 A + 1.27 B - 8.74 C + 4.81 D - 6.11 A*A -
4.12 B*B + 0.24 C*C - 2.79 D*D + 2.19 A*B - 0.14 A*C 
+ 1.58 A*D + 8.01 B*C + 2.81 B*D + 0.29 C*D
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Παράδειγμα 3 (μοντέλο (4))

Παράδειγμα 4 Box-Behnken
GEP Box and DW Wilson, Three level designs

for the study of quantitative variables,

Tecnometrics, 2 (1960).
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Παράδειγμα 4 Box-Behnken (μοντέλο (4))

Παράδειγμα 4 Box-Behnken (μοντέλο (4))
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G. E. P. Box and N. R. Draper, Response surfaces, mixtures and Ridge Analysis, 2nd ed.

Wiley,Hoboken NJ, 2007.

Σελίδα 63 ….

Σελίδα 414 ….

George Edward Pelham Box

(18 Οκτωβρίου 1919 – 28 Μαρτίου 2013)

Μία παρατήρηση…
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